Terminale S

Les nombres complexes

1 Définitions d’un nombre complexe

1.1 Forme algébrique

L’équation 2 = —1 n’a pas de solution sur R. On pose ¢ une solution de ’équation 22 = —1 on a alors

2

1© = —1.

L’autre solution de I’équation est (—%). Si ¢ a pu étre noté /—1, cette notation n’est plus d’actualité.
Ainsi on a pu résoudre d’autres équations en conservant les régles de calculs habituelles sur R.

Ezercice - exemple :

1. Résoudre

(a) 22 = —4
(b) 0,252% +2v2+3=0

2. Toujours avec les opérations habituelles sur R, on peut simplifier les calculs suivants :

(a) z1 =3+ 2i— (5+ 4i)
(b) 22 = (3 +2i)(5 + 44)

Définition :

Le nombre z défini par I'expression unique a + ib ot i2 = —1, a € R et b € R est appelé nombre complexe,
I’expression a + ib est appelée forme algébrique du nombre complexe z. L’ensemble de ces nombres z forment
I’ensemble C des nombres complexes.

e a est appelé partie réelle du nombre complexe z : a = Re(z)

e b est appelé partie réelle du nombre complexe z : b= Zm(z)
L’ensemble C prolonge les régles de calculs de R d’addition et de multiplication.
Remarques :

e 2 =0<= Re(z) =0et Im(z) =0,

o 2 R<=TIm(z)=0. Ainsi R C C,

Définition :
Un nombre complexe z qui a pour forme algébrique ib ot b € R (Re(z) = 0) est appelé imaginaire pur.

Propriété :
Soit z = a +ib et 2’ = a’ + ib’ deux nombres complexes.

z=z2 < (a=d etb=1V).

Autrement dit, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leur partie réelle et leur partie
imaginaire sont égales.

FEzxercice - exemples :
1. Zm(5 — 2i) =
2. Re((2e —1)(i+ 7)) =
3. Résoudre dans C, 2z —3+2i =5+ 7i
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1.2 Conjugué

Définition :
Soit z = x 4 iy un nombre complexe.
Le nombre complexe Z d’expression algébrique x — iy est appelé nombre conjugué de z.

FExemple :
Quel est le conjugué du nombre complexe z =3 — 27 7

1.3 Représentation graphique

Définition :
Soit z un nombre complexe, z = x + iy avec ¢ € R et y € R.
Le nombre complexe z est représenté dans un repére orthogonal (O A ) par un point M de

coordonnées (z ; y).

Tout point M du plan représente un unique nombre complexe z.

On dit que le point M a pour affixe z.

Le vecteur OM a pour affixe z.

Le plan qui représente des nombres complexes est appelé plan complexe.
Ezxemple :

-
Dans le repére (O ;01 g ), représenter :

<k

i

1. le point My d’affixe zo =
2. Le point My d’affixe z; =1+ 2¢

3. Le point My d’affixe 29 = —2 — 1
4. L’ensemble D des points M d’affixe z tels que Zm(z) =0
5. L’ensemble D des points M d’affixe z tels que Re(z) =0

6. Pour un point M d’affixe z, placer les points d’affixes z, —z et —%

7. L’ensemble des points M tels que Zm(z + 1 —0,5i) = 0,5

- =
Dans un repére orthonormé (O ] ) :
Théoréme : +
z z
Soit A et B deux points d’affixe z4 et zp, le milieu I du segment [AB] a pour affixe z; = %.

Théoréme - définition :

M un point d’affixe z = x + iy.

OM? = 22 + 4% soit OM = /22 + 2.

On note alors |z| = y/22 + y? et |z| est appelé module du nombre complexe z.

Remarque :
2| =0<=OM =0<= M =0 << z=0.

Théoréme :
Soit A et B deux points d’affixe z4 et zg, le vecteur ﬁ a pour affixe zg — z4.
AB = |z — zal-
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Théoréme :
Soit @ et ¥ deux vecteurs d’affixes respectifs z= et 2z, k un nombre réel.

e Laffixe du vecteur W + U est g + 2.
o Laffixe du vecteur k7 est k x Zg-

1.4 Forme trigonométrique

-
Dans un repére orthonormé (O ;01 g ) :

Définitions :
Soit M un point d’affixe z = x + iy.
s
11 existe un unique nombre 6 de | — 7 ; 7] tel que (7 ; OM) =0 et z = |z| (cos(0) + isin(h)).

e 0 est appelé argument du nombre complexe z, on note arg(z) = 6.

e L’écriture |z| (cos(f) + i sin(0)) est appelée forme trigonométrique du nombre complexe z.

e On note aussi z = |z|69, cette notation est appelée forme expor}\ejrtt?iﬁslle du nombre complexe z.

9

/7
|2}
4 s
—
J e
7/
9 1 ?
Remarque :
Avec les notations précédentes, pour z # 0,
R
o Re(z) =x = |z| cos(f) <= cos(f) = ﬁ _ |‘3(|Z)
z z
7z
e Im(z) = & = |z|sin(f) < sin(f) = ﬁ _ T(IZ)
4 z

Ezercice - exemple :
- -
Dans un repére orthonormé (O ;1 g ) placer les points M d’affixe :

T
1. 2e3

2. /2 <£ +1 £> Donner la forme exponentielle.

Ezercice :
1. Donner les formes trigonométrique et exponentielle des nombres complexes suivants :
(a) z1 = \/g —1
(b) 20=1+1
(c) 23 =—2+2iV3

2. Donner la forme algébrique des nombres complexes suivant :
(a) 24 =3 <cos <Tﬁ) + isin <Tﬁ)>
om
(b) 25 =0,5¢e 6 .
Exercice :

Soit z d’affixe z = pe? = p (cos(f) + isin (6).
Donner les écritures algébriques, trigonométriques et exponentielle de —z, z, —Z.
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2 Opérations de base

2.1 Opérations issues de R

Propriétés :

Soit z = x + iy et 2’ = 2’ + iy’ deux nombres complexes.

e z+2=x+a2 +ily+vy)

o 2z =uxx —yy +i(xy + 2'y)

!/

/

!

1 z ' — iy x —y
/ _ _ )
e Pour z’ non nul, Pl e A 2T T + 2$/2 2
z oz xd'4yy +il@y—xy x yy 2y —ay
e Pour — = —= = = i
o/ 25! x'2 + y/2 x'2 + y/2 x'2 + y/2

Démonstration : laissée en exercice.

FEzxercice - exemples :
Simplifier les calculs suivants :

1. 3+i+—%
1

[\]
S
_|_
3
7 N

—_
+
N

w
N
Do | =
+
=~
S
N~

w

4. z = x + iy, simplifier :
(a)
(b) 22,
(c)
(d)

Propriété du produit nul :

Soit z = x + iy et 2’ = 2’ + iy’ deux nombres complexes.

Démonstration :

Si z =0 ou 2z’ = 0 alors 2z’ = 0. Réciproquement :

22/ =0<=2=00uz =0

22/ =0<= 22’ —yy' =0et zy + 9z =0 <= z2’ = yy/ et vy’ = —2'y.
Siz=0ouaz’=00uy=0o0uy =0alors z=0o0uz =0.

Si aucun n’est nul, za'yy’ =y

2y

2 _

Nécessairement z = 0 ou 2’ = 0.

Propriétés du conjugué :

Soit z = x + iy et 2’ = 2’ + iy’ deux nombres complexes et Z et 2’ leur conjugué.

e 22/ =%

1 1
! —
Pour 2z’ # 0, (—/) = __z’

z

S.Mirbel

Pour tout entier naturel n, 2z = z"

—2?y? soit y"? = —2'? soit 2’ = ¢’ = 0. On aboutit a une contradiction.
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e Pour 2’ #0, (5) =

|

Démonstration : laissée en exercice.
Il n’y a pas de relation d’ordre avec les nombres complexes qui ne sont pas des nombres réels.

3 Equation du second degré

Théoréme :
Soit £ : ax? + bx + ¢ = 0 avec a dans R*, b et ¢ dans R une équation du second degré et A son discriminant.
Si A < 0 alors £ n’a pas de solution réelle, mais deux solutions complexes z; et 29 :

—b—iV/=A

* A= 2a
—b+iv/-A
[ ] 22 =
2a
Démonstration :

Si A <0,V eR,

ar’ +br+c=a

:a(x_ —b—z‘M) (x_ —b—H’M)

2a 2a

P S S I R R
2a 4a2 | 2a 4a?

a@ﬂ) (zM)O

2a 2a
—b—1iv/-A — v —A
g UTWER o EVEA
2a 2a
b — i/ — _ N
T = ! A ou bti A.
2a 2a
FExercice :

On admet que toute équation polynome &€ (a,x™ + an_12" ! + ...a17 + ag = 0 avec a, € R* et a; € R) &
coefficients réels de degré n admet exactement n solutions complexes (certaines peuvent étre multiples).
Soit ’équation d’inconnue z, £ : 23 = 1.

1. Trouver la solution évidente z; de &.
2. Montrer que £ peut s’écrire sous la forme (z — 21)(2? + bz + ¢) = 0.

3. En déduire toutes les solutions de £.

FEzxercice : pour aller plus loin

On admet que toute fonction polyndéme a coefficients complexes de degré n admet exactement n solutions
(certaines peuvent &tre multiples).

Soit I’équation complexe d’inconnue z, & : iz3 = 1.

1. Montrer que £ admet une solution évidente z;.
2. Montrer que & est équivalente & 23 4+ i = 0.

3. Montrer que le polynome 2% + i se factorise par la forme (z — z1) (22 4+ bz + ¢), b et ¢ sont des nombres
complexes & déterminer.

4. En déduire les trois solutions de £.

4 Forme trigonométrique

4.1 Opérations avec les formes trigonométriques

Propriétés :
Soit z = p (cos(@) + isin(f)) et 2z’ = p’ (cos(0') + isin(9")).

o 22/ = pp' (cos(0 +¢') +isin(0 +6'))

S.Mirbel page 5 /[



Terminale S

1 1 .. 1 .
e Pour 2/ #0, o= 7 (cos(—0") +isin(—0")) = P (cos(8') — isin(¢))
o Pour 2/ #0, = = £ (cos(6 — 0') + isin(6 — "))

2 p

e Pour tout entier n, 2™ = p™ (cos(nf) + isin(nd)).

Démonstration :

e 22 : écrire le produit des formes trigonométriques, développer puis simplifier avec les formules
d’addition trigonométriques.

1
e — : utiliser la forme conjuguée puis simplifier.
z

z . o1
e — : utiliser le produit z—.
! !
z z
e 2™ : utiliser le raisonnement par récurrence et les formules trigonométriques.
Corolaire :

L |z + 2 < 2]+ 7]

2. |z2'| = |z] x |7/

3. Pour 2’ #0, |—| = —
2! |2/

4. Pour 2’ # 0, z :ﬂ
2! |2/

5. arg(zz') = arg(z) + arg(z’)

1
6. Pour 2’ # 0, arg < > = —arg(?’)

2!
7. Pour 2’ # 0, arg (5) = arg(z) — arg(z’)

4.2 Notation exponentielle

Soit la fonction f définie sur R et & valeur dans C telle que f(0) = cos(#) + i sin(6).

Avec les propriétés des opérations sur les formes trigonométrique, on a f(6)f(6’) = f(0 +6¢), f est dérivable
sur R et a valeur dans R, f/(0) = —sin(0) + i cos(f) = i f(6). Ainsi f est solution de I’équation différentielle
y' — iy = 0. On peut alors noter légitimement : f(6) = cos(#) + isin(f) = .

Il découle des opérations sur les formes trigonométriques des nombres complexes, une notation dite
exponentielle :p (cos(6) + isin(f)) = pe' :

Soit z = pei?, 2 = plet?’

o 22 = ppleilo+e)

11,
[} —/:—6

2 p

z P .
o —=—ci(06-—0
° Zn:pneine

Théoréme : formules d’Euler :

0 4 ,—i0

o % = cos(0)
0 _ ,—i0

° % = sin(0)
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Démonstration :
e +ie® 1 . .. 1 .. .
e —— =3 (cos(0) + isin(f) + cos(—0) + isin(—0)) = B (cos(#) + isin(f) + cos() — isin()) =
cos(6).
e laissée en exercice.
Théoréme : formules de Moivre :
(cos(0) +isin(#))" = (cos(nd) + isin(nf))
Démonstration :
(cos() +isin(9))" = " = e = cos(nf) + isin(nf).
Figure :
ﬁ 7
sin(;L'J) -~ —/7IM
/o
S
/ I
T
71 cos(z)
c
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